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ABSTRACT 

The main theorems solve two problems about weighted spaces Co V(T) of conti- 
nuous functions on a completely regular space T. These problems were first 
raised by W. H. Summers who solved them for the locally compact case. The 
first theorem gives necessary and sufficient conditions on T for Co V(T) to be 
complete for the weighted topology; the second one shows that continuous 
linear functionals on CoV(T) can be represented by means of measures on T. 

1. Introduction 

Soit V un c6ne de fonctions, appel6es poids, s.c.s, et positives sur un espace 

compl~tement r6gulier T. On lui associe l 'espace CoV(T) des fonctions continues 

f sur T, V-pond6rables en ce sens que le p rodui t fv  tende vers z6ro ~t l'infini pour  

chaque poids v, muni d 'une topologie d'e.l.c, convenable. 

Cette notion abstraite d'espaces de fonctions pond6rables (en anglais weighted 

spaces) a 6t6 introduite en 1965 par L. Nachbin en liaison avec le probl~me d 'ap-  

proximation, [8]. Elle a 6t6 approfondie par W. H. Summers clans une s6rie 

d'articles ([-12], [13], [14]) qui a pos6 et r6solu en pattie les deux probl~mes 

suivants: 

(A) Quand un espace CoV(T) est-il complet? 

(B) Repr6senter les formes lin6aires continues sur un tel espace au moyen de 

mesures sur T. 

I1 se trouve que dans un travail sur les M-espaces ([6], [-7]), j ' a i  rencontr6 les 

espaces de fonctions V-pondgrables dans le cas particulier oh Ves t  engendr6 par 

un seul poids et j ' a i  r6solu le probl~me (A) dans ce cas. Les mgthodes d6v61opp6es 

cette occasion se transposent au cas g6n6ral et fournissent une rgponse tr~s 

satisfaisante au probl~me de la compl6tion (Th6or~mes 3.3 et 3.10). 

Quant  au probl~me (B), il se trouve pratiquement r6solu d~s qu 'on  a remarqu6 
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que les espaces CoV(T) sont des espaces de Kakutani au sens de Portenier ([9]). 

Par suite, toute forme lin6aire continue et positive L sur un espace CoV(T) est 

dans un chapeau de CoV(T)'+. II reste alors, et c'est ce queje fais au paragraphe 4, 

ddterminer les points extr6maux de ce chapeau et / t  utiliser convenablement le 

th~or~me de reprdsentation int6grale de Choquet pour obtenir une repr6sentation 

de la forme lin6aire L au moyen d'une mesure sur T. 

2. Pr61iminaires et r~duction du probli~me 

2.1. NOTATIONS. Dans toute la suite, T ddsignera un espace compl&ement 

r6gulier. On notera C(T) l'espace des fonctions num6riques continues sur T, B(T) 

l'espace des fonctions num6riques born6es sur T et Bo(T) l'espace des fonctions 

num6riques sur T qui tendent vers z6ro suivant le filtre des compl6mentaires des 

parties relativement compactes de T. On posera Co(T)= C(T) c3 Bo(T). Si f est 

une fonction numdrique sur T et S une partie de T, on posera N(f) = {x ~ X: f(x) 

# 0} et on noterafs  la restriction d e f / t  S. Plus g6n6ralement si F est un ensemble 

de fonctions num6riques sur T, on posera N(F) = (.Jf~FN(f) et Fs= {fs:f~ F}. 

Enfin, on notera lilts la norme uniforme sur B(S) et pour S =  T, on notera 

simplement ti" II au lieu II IIr" 

2.2. ESPACES D~ FONCTIONS POND~RaBLES. On appellefamille de Nachbin tout 

c6ne convexe V de fonctions s.c.s et positives sur T, stable par enveloppe 

sup6rieure ponctuelle finie. Si Vest une famille de Nachbin, on lui associe l'es- 

paces des fonctions V-ponddrables: 

CoV(T) = { f  e C(T): f "v ~Bo(T), Vv e V}, 

que l 'on muni de la topologie localement convexe o9 v d6finie par les semi-normes 

Pv, (v ~ V), ofa: 

p . ( f )  = Ilf II, (Vf CoV(T)). 

Les hypothbses sur V montrent que les ensembles: 

B, = {f~ CoV(T): Pv(f) <- 1}, (Vv ~ V), 

constituent un syst6me fondamental By de voisinages de l'origine de Co V(T) pour 

~o v. Par ailleurs il est clair que chaque ensemble By est cordticu Id, c'est-~t-dire qu'il 

v6rifie la propri6t6: 

(2.2.1.) ( f ,9  ~Bv) ~ (sup (f, g), inf(f ,g)  EB,), 

et solide, c'est-~t-dire qu'il v&ifie la propri6t~: 
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(2.2.2.) (fEBo, g ~CoV(T) et Ifl >--1ol) ~ ( g  ~Bo). 

REMARQUE. Dans [8] et [12], on supposait seulement que V poss6dait la 

propri6t6 suivante: Si u, v E V e t  ). > 0, il existe w ~ V avec: w _>_ )~u, 2v. Si on 

remplace V par son enveloppe convexe conique V', il est clair que l'espace Co V(T) 

est inchang6 ainsi que la topologie co v. Comme par ailleurs le fair de supposer que 

Vest un c6ne convexe apporte des simplifications ~t certaines d6monstrations, nous 

avons pr6f6r6 nous placer d'embl6e dans ce cas. 

2.3. EXEMPLE. On prend pour Vle c6ne convexe engendr6 par les fonctions 

caract6ristiques des parties compactes de T. Alors, l'espace CoV(T) est identique 

l'espace C(T) muni de la convergence compacte. I1 a 6t6 6tudi6 de maniOre ap- 

profondie. Voir H. S. Collins [4] et S. Warner [13]. 

2.4. REDUCTION DU PROBL~ME. A partir de maintenant V d6signera une 

famillede Nachbinfix6e sur Ttelle que CoV(T) soit sdpar~.Au w de W. H. Sum- 

mers a indiqu6 le crit~re de s6parabilit6 suivant, de d6monstration 6lOmentaire: 

2.4.1. PROPOSITION. Pour que CoV(T) soit sdpard, il faut et il suffit que N(V) 

N(CoV(T)) soit dense dans N(CoV(T)). 

Remarquons, qu'en fait, si CoV(T ) est s6par6, N(V) est dense dans T. En effet 

dans le cas contraire, il existerait, par complOte r6gularit6 une fonct ionf~ C(T) 

non nulle avec N(f) n N(V) = ~ .  Puisque les poids sont nuls sur N(f), on aurait 

f E CoV(T) et Pv(f) = O, (Vv ~ V), ce qui contredirait la s6paration. 

Onsupposera d6sormais queN(V) est dense dans T. En fait, nous allons voir 

que les hypothOses: 

(S1) N(V) = T, 

($2) Pour tout x a T, il existe f ~  CoV(T) avec f(x) # O, sont raisonnables. 

2.4.2. NOTATIONS. (a) Soient v E V e t f e  CoV(T). On pose: 

Kv(f) = { l f l  �9 v >= 1). 

C'est un compact contenu dans N(f) n N(v). 

(b) On note ~ v  la base de filtre form6e des sections s o = {u e V: u > v}, 

(ve v). 
(c) Dans la proposition qui suit, on pose, pour simplifier: 

Z = N(CoV(T)) ~ N(V). 

2.4.3. PROPOSITION. Si CoV(T ) est sdpard et eomplet, l'application: f ~ f z  est 

un isomorphisme lindaire bipositif de CoV(T) sur CoVz(Z). 
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DI~MONSTRATION. Remarquons d'abord que si f ~  CoV(T), on a: 

{]fl" v >__ r -1} = K,v(f), (Vr > 0). 

Comme K,v(f) c N( f )  (~ N(v) c Z, cette 6galit6 montre que fz e CoVz(Z). Par 

ailleurs, comme Z e s t  dense dans N(CoV(T)), on a: (f=> 0)r 0). Cela 

prouve que l'injection lin6aire consid6rde et injective et bipositive. De plus, il est 

clair que: 

Pv(f) = Pvz(fz), (Vv e V), (Vfr CoV(T)); 

par suite, pour conclure 5- l'isomorphisme il sumt de montrer la surjection. Soit 

d o n c f e  CoVz(Z)+. Pour tout v, notons K~ le compact {f.  v > 1}. Par d6finition 

de Z, il existe pour tout x darts Ko une fonction gx ~ CoV(T)+ avec gx(X) > f ( x )  

= 0. En utilisant la compacit6 de K~, on en d6duit qu'il existe une fonction 

gv ~ Co V(T)+ avec gv __>f sur K~. Notons f '  le prolongement de f 5. T obtenu en 

posantf ' ( t )  = 0 pour tout t e (T/Z). et posons h~ = inf(f',g~). Cette fonction est 

continue sur Z. De plus, on a 0 __< h~ __< g~, de sorte que hv est continue en tout 

point off gv est nulle. En particulier h~ est continue en tout point de (T/Z). Cette 

in6galit6 montre aussi que h~ tend vers z6ro 5. l'infini. Finalement, hve CoV(T)+. 

Cela 6tant, prenons w ~ V avec w _>_ v. On a: 

(i) f = hw = h~ sur Ko tdf-~(0) 

(ii) [ hw - hv[ �9 v __< 2 hors de K~. 

Ainsi: pv(hw - h~) < 2. 

Comme Vest  un c6ne, cela prouve que la famille (h~) filtr6e par ~v  est une base 

de filtre de Cauchy dans CoV(T). Comme ce dernier est complet il poss6de une 

limite h dans CoV(T). Comme la topologie co vest plus fine que la topologie de la 

convergence simple sur Z, on a, compte tenu de (i), que h = f  s u r f - l ( 0 )  et sur 

les ensembles K~. Comme Z c N(V), la rdunion des Ko est 6gale 5. N(f). Ainsi, 

hz = f ,  ce qui ach~ve la d6monstration. 

2.4.4. COROLLAIRE. Tout espace de fonctions ponddrables CoV(T) sdpard et 

complet est isomorphe ~ un espace de fonctions ponddrables CoV'(T') vdrifiant 

les propridtds (S~) et ($2). 

3. Le probl~me de la completion 

Nous supposerons d6sormais que V est une famille de Nachbin pour laquelle 

($1) et ($2) soient v6rifi6s. La propri6t6 (S~) peut se traduire en disant que la 
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topologie co vest  plus fine que la topologie de la convergence simple sur T et ($2) 

en disant que la topologie initiale associde aux fonctions de CoV(T)est identique 

la topologie donnde sur T. 

3.1. NOTATIONS. Pour tout v~V, on pose: Fv={v__>l }, et on note ~ 'v  

l'ensemble de ces fermds. On notera que, comme Ves t  un cSne, ~'~v contient 

aussi les ensembles de la forme {v >__ r}, (Vr > 0). On note d v l 'ensemble des 

parties compactes de T contenues dans un ensemble de ~-v au moins. 

3.2. LEMMA. Soient x ~ T et U un voisinage ouvert de x dans T. Alors, 

il existe un voisinage U' de x et une fonction f ~  CoV(T) tels que: 

(a) 0_<f__< 1 et f = 1 sur U' et f = 0 horN de U; 

(b) 0 ' ~ U .  

D~MONSTRATION. D'apr~s ($2), il existe g ~ CoV(T)+ tel que V(X)> 1. Par 

compl&e rdgularitG il existe h c C(T) avec 0 _< h _< 2, h(x) > 1 et h = 0 hors de U. 

La fonction f =  inf(h,g, 1) associ& au voisinage U' = ~h ~ 1} convient. 

3.3. THI~OR~ME. Les propridtds suivantes sont dquivalentes: 

(a) CoV(T) est complet 

( C d v )  (respectivement (Cf'v)) Une fonction numdrique sur Tes t  continue dds 

que sa restriction &chaque ensemble de JY'v (respectivement de ~'v) est continue. 

D~MONSTRATION. D'abord, notons que (CJY'v)*(C~v) .  Montrons que 

(Co~'v) ~ (a). S i v  e V, on a: 

(3.3.1.) P~(f) >= lift,. []vv, (vfe CoV(V)). 

Par ailleurs, soit ~ un filtre de Cauchy sur Co V(T). D'apr6s (St), ce filtre converge 

simplement vers une fonction num&ique f sur T. Cela dtant, d'apr& (3.3.1), f est 

continue sur chaque ensemble de -~-v, donc sur T d'apr6s (C,~r'v). Ainsi, 

f a  CoV(T), ce qui prouve que CoV(T) est complet 

Montrons enfin que ( a ) ~  (C,~ffv). Notons d'abord qu'il su~tit de montrer 

(C,Y{'v) pour une fonction num&ique positive bornde sur T. Soient don~ f une 

fonction num&ique sur T telle que 0 < f <  1, dont la restriction ~ chazlue ensemble 

de -:fly est continue et x ~ T. D'apr& le Lemme 3.2, il existe un voisinage oavert U 

d e x e t u n e f o n c t i o n g ~ C o V ( T )  t e l l e q u e : 0 < 9 < l  et que g = l  sur U. Soit 

v ~ V. Notons r le produit g.f et q~v la restriction de q~ au compaet K,,(g). Par 

hypoth6se la restriction defer K,(9) est continue. Ainsi, ~bo est continue sur K,(g). 

Comme 0 < q~o < 9 sur K~(9) et comme T e s t  compl&ement rdgulier, il existe 

une fonction ~, e C(T) telle que: 
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(i) 0 <  ~v<g ,  
(ii) qo = r sur K,(g). 

De (i) on d4duit qo e CoV(T). Soit maintenant w un poids sup6rieur ou 6gal ~t v. 

On a: 

r = 6., = ~0 sur K~(g) 

I r - ,PoJ �9 v __< 2 ,  . g  < 2 hors  de K d g ) .  

Ainsi: 

P,(Ow - Or) =< 2. 

Comme Vest  un c6ne, cela exprime que la famille (~/v) filtr6e par ~ v  (cf. 2.4.2 (b)) 

est une base de filtre de Cauchy dans CoV(T). Comme, par hypothhse, cet espace 

est complet, cette famille a une limite f ' ,  qui est aussi sa limite simple. Ainsi, 

f '  = r = f  sur U de sorte q u e f e s t  continue en x. Ce point 4rant arbitraire, f est 

continue sur T, ce qui prouve (CYg'v). 

3.4. DI~FINITION. On dit que T e s t  un k.R-espace si la propri6t6 suivante est 

v6rifi4e: 

(Kn) Une fonction num6rique sur T e s t  continue dhs que sa restriction/t chaque 

partie compacte de T e s t  continue. 

On dit que T e s t  un k-espace si la propri6t6 suivante est v6rifi6e: 

(K) Une partie F de T est ferm6e d~s que sa restriction ~t chaque partie com- 

pacte de T e s t  ferm6e. 

I1 est bien connu que la propri6t6 (K) 6quivaut ~t: une fonction sur T ~t valeurs 

dans un espace topologique s6par6 est continue d~s que sa restriction b. chaque 

partie compacte de T e s t  continue. 

3.5. DEFINITION. On dit qu'une famille ~- de parties de T est compactivore si 

route partie compacte de T est contenue dans un ensemble de ~,~. 

3.6. COROLLAIRE. Si la famille ~'~v est compactivore, CoV(T) est complet 
si et seulement si Test  un kR-espace. 

REMARQUE. Ce corollaire constitue une rdciproque au corollaire 3.7 de [-12]. 

Rappelons que, dans [6], nous avions montr6 que lorsque V 6tait engendr6 par 

un seul poids, la famille ~ v  6tait n6cessairement compactivore. Cela corres- 

pondait au cas 06 CoV(T) 6tait un espace de Banach. Nous allons sensiblement 

am61iorer ce r6sultat en l '6tendant au cas o3 CoV(T) est m6trisable. Auparavant 

posons une d4finition et faisons un rappel: 
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3.7. DI~FINITION. On dit  qu 'un  partie W de V e s t  lindairement cofinale ~ V 

si pour  tout  v ~ V, il existe un w ~ W e t  un r > 0 tels que: v <= rw. 

3.7.1. LEMME. Si (v,) est une suite croissante de poids lindairement cofinale 

11", les ensembles F.  -- {v. __ > l/n}, (n ~ ~ 1) sont dans ~ 'v  etchaque ensemble 

de o~ ves t  contenu clans un des F.. 

DI~MONSTRATION. Comme V e s t  un c6ne, on a (1/n)v. E Vet:  

F, = F1/.v" ~ v .  

Si v est un poids, il existe un r6el r > 0 tel que v < rv.. Soit m un entier > n tel 

que r < m. Comme la suite (v.) est croissante, on a: 

{v < 1} = {rv. < 1} = {m/) m <( 1}, 

D'of i :  F m D { V <  I } = F v .  

Rappelons maintenant  le r6sultat suivant: 

3.8. PROPOSITION. (Summers [14], th6or~me 4.1). Un  espace CoV(T) est 

m6trisable si et seulement si, il existe une partie d6nombrable  de V lin6airement 

cofinale ~t V. 

3.9. LEMME. Si CoV(T) est mdtrisable et complet, la famil le  o~ v est com- 

pactivore. 

DkMONSTgATION. Choisissons une famile d6nombrable croissante (v.) de poids 

lin6airement cofinale ~t V et notons:  

F. = {v. > 1/n}, (Vn > 1). 

Soit K une partie compacte  de T. Supposons que K n ( T k F . )  soit non vide 

pour  tout  entier n >__ 1. Alors, on peut  prendre  un point  x .  dedans. La suite (x.)  

poss~de au moins un point  adh6rent x darts K. En t ronquant  au besoin la suite, 

on peut  supposer que x ~ x.  (Vn > 1), de sorte que par  compl6te r6gularit6, il 

existe une suite ( f . )  de fonctions de C(T) telles que: 

(i) 0 < f .  =< 1, 

(ii) f~(x.+ ~) = 1, 

(iii) f . (x )  = 0, 

(iv) f .  = 0 sur F .  (Vn >= 1). 

La derni6re condit ion permet  de dire que la f o n c t i o n f =  E ~ ~  a un sens et que 

sa restriction ~t chaque F .  est continue comme somme d 'un  nombre  fini de 
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fonctions continues. D'apr~s Ie Lemme 3.7.1, la restriction d e f ~  chaque ensemble 

de ~ 'v  est continue. Comme CoV(T) est complet, il r6sulte de la propri6t6 (C~'v) 

du Th6or~me 3.3 q u e f e s t  continue. On a donc: 

0 = f ( x )  = l imf(x, )  ~ limf,(x,+ l) = 1, 

ce qui est absurde. Ainsi, la suite (F,) est compactivore. Du Lemma 3.7.1, il en 

r6sulte, ~t fortiori, que la famille ~-v est compactivore. 

3.10. TI-II~OR~ME. Si CoV(T) est mdtrisable, les propri~t~s suivantes sont 

~quivalentes: 

(a) CoV(T) est complet; 

(b) (respectivement (b')) T e s t  un kR-espace (respectivement un k-espace) 

et la famil le  ,~v est compactivore; 

(c) (respeetivement (c')) Une partie F de T e s t  fermde dos que sa trace 

sur ehaque ensemble de :~f', v (respectivement o~" v) est fermde. 

D~MONSTRaTION. L'dquivalence de (a) et (b) r6sulte du Corollaire 3.6 et du 

Lemme 3.9. Par ailleurs, on a trivialement que (b') =~ (b). Puis, avec le Th6or6me 

3.3, on a (c) => ( C Y v )  ~ (a). Montrons que (c') => (c). Soit F une partie de T dont  

la trace sur chaque ensemble de ~/"v soit fermde. Fi• x ~ T. D'apr6s le Lemme 

3.2, il existe un voisinage ferm6 U de x et une fonction f~, CoV(T) telle que 

0 < f <  1 et q u e f =  1 sur U. Alors, si v~V, on a: 

Fv n U = Kv(.f) n U. 
D'ofi: 

(F (~ U) ~ F~ = (F n U) ~ K~(f). 

Ainsi, l'ensemble F n U a sa trace sur chaque ensemble de -W v ferm'~e. D'aprbs 

(c'), F n U est ferm6. Ainsi, F est localement ferm6. I1 est donc ferm6. Pour  

terminer, montrons que ( a ) ~  (c'). Choisissons une suite croissante (v,) de poids 

lin6airement cofinale fi V et notons F, = {v, >= 1/n}, (Vn ~ 1). Soit A une pattie 

de 7' dont la trace sur chaque ensemble de o~-v est ferm6e. En particulier, sa trace 

sur chaque ensemb!e F,  est ferm6e. Pour prouver que A est form6, il suffit de 

montrer que, pour tout x r A, il existe un ferm6 B contenant A et ne rencontrant 

pas x. Fixons x CA. Alors, x oF,, pour un certain entier m d'apr~s (Sx). Pour 

simplifier, nous supposons que m = 1. Cela 6tant, d'apr6s le Lemme 3.2, il existe 

deux fonctions g , g ' c C o V ( T )  telles que 0=<_g,g'__<l, que U = { g = l }  et 

U ' =  { g ' =  l} soient des voisinage~ de x et que N ( g ) c  U'. Posons: 

G, = F, f3U',  (Vn> 1). 



Vol. 12, 1972 ESPACES DE FONCTIONS PONDERABLES 155 

Comme: 

G, = F~ R U' = Knv,,(g') n U', 

l'ensemble Gn est compact (Vn > 1). Cela 6tant, nous affirmons qu'il existe une 

suite (in) de fonctions num6riques continues sur T telles que: 

(i) 0 < f n <  1, 

(ii) j'~, = 0 sur G, n A 

(iii) f , (x )  = 1, 

(iv) f .  = L - 1  sur G,-1 (Vn >= 2). 

Proc6dons par r6currence. Pour n = 1, consid6rons la fonction h d6finie sur le 

compact (x} n (A ~ G1) par h(x) = l et h(y) = 0 pour tout y e A n G1. Elle est 

cont!nue. Par compl&e r6gularit6, elle se prolonge en une fonction f~ E C(T) 

v6rifiant (i), (ii) et (iii) pour n = I. Supposons la suite (J~) construite jusqu'au 

rang m e t  construisonsf, ,  oO on a pos6 n = m + 1. Soit h la fonction d6finie sur 

le compact (.4 n G,,) u Gm par h =Jm sur G,,: et !1 = 0 sur A n G,. Comme A n G, 

est ferm6, cette fonction est continue. Elle admet donc un prolongement f ,  ~t T, 

continu, v6rifiant les conditions voulues. Ainsi la suite (f ,)  existe bien. De la 

propri6t6 (iv), il r6sulte que la fonction f =  lira f ,  a un sens sur U ' =  U,G,  et 

qu'eUe est continue sur chaque ensemble G,. Par suite, la fonction f '  6gale ~t 

f.g sur U' et ~t z6ro en dehors est bien d6finie et, puisque N ( 9 ) ~  U', elle est 

continue sur chaque ensemble F,.  Comme la suite (v,) est lin6airement cofinale ~t 

1/, il r6sulte du Lemme 3.7.1 que f '  a sa restriction ~t chaque ensemble de ~ v  

continue. Comme, par hypoth6se CoV(T) est complet, il r6sulte de la propri6t6 

(C~'v)  que la fonction f '  est continue. Finalement de (i), (ii) et (iii) on d6duit 

que le ferm6 B = { f '  <�89 ~ ( T \ U )  convient. 

La condition que la famille ~-v est compactivore peut se traduire en disant que, 

pour toute partie compacte K de T, il existe un poids minor6 sur K par une 

constante strictement positive. Cette remarque conduit, par exemple, ~t l'6nonc6 

suivant: 

3.11. COROLLMRE. On suppose que T est localement compact et que CoV(T) 

est mdtrisable. Alors, pour que CoV(T) soit complet, il fau t  et il suffit que: 

Pour tout x c T, il existe un poids v e V e t  un rdel r > 0 tel que v soit minord 

par r dans un voisinage de x. 

3.12. EXEMPLE. Soit T u n  espace m6trisable et ~ l'ensemble des suites 

convergentes sur T. A chaque a ~ ~ ,  on associe le compact K ,  r6union des points 
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de a e t  de sa limite et on prend pour Vle c6ne convexe engendr6 par les fonctions 

caract6ristiques des K,. ]lest clair que CoV(T) est 6gal h C(T) muni de la topologie 

de la convergence uniforme sur les ensembles K,. De plus, CoV(T) est complet. 

Cependant, la famille ~ v  n'est pas en g6n6ral compactivore. Cet espace est 

m6trisable si et seulement si T e s t  d6nombrable. 

REMARQUE. Si on applique ces r6sultats ~t l'espace C(T) muni de la topologie 

de la convergence compacte (Exemple 2.3), auquel cas o~- v = JY'v, on retrouve 

des r6sultats bien connus pour ces espaces. Ainsi, le Th~or6me 3.3 montre que 

C(T) est complet si et seulement si Tes t  un kR-espace (I-15], th6or6me 1). Disons 

que T e s t  hdmicompact s'il est la r6union d'une suite compactivore de parties 

compactes. La Proposition 3.8 et le Lemme 3.7.1 redonnent le th6orbme d'Arens 

suivant (cf. [15], th6or~me A): C(T) est m&risable si et seulement si T e s t  

h6micompact. Le Th6or6me 3.10 montre que C(T) est un espace de Fr6chet si et 

seulement si T e s t  un k-espace h6micompact ([15], th6or~me 2). De plus, 

l'6quivalence de (b) et (b') montre qu'un kR-espace h6micompact est en fait un 

k-espace (cf. par exemple [2], th6or6me 3.3). 

4. Representation des formes lin~aires continues 

On suppose toujours que V est une famille de Nachbin sur un espace comp- 

16tement r6gulier. Pour simplifier, on pose E = CoV(T) et on note E'  son dual 

topologique, muni de la topologie faible et P(E) l'ensemble des 616ments positifs 

de E'. Comme l'origine poss~de un syst6me fondamental de voisinages solides, 

on a: E' = P(E) - P(E). 

W. H. Summers, a, lorsque T est localement compact, repr6sent6 les 616ments de 

E'  au moyen de mesures de Radon sur T. Lorsque T est un espace compl~tement 

r6gulier quelconque, nous allons obtenir une repr6sentation analogue au moyen 

des mesures born6es sur T, au sens de Bourbaki, (c'est-/t-dire des mesures de Radon 

sur le compactifi6 de (~ech de T, port~es par un K~ de T). 

4.1. NOTATIONS. On note P(E)o la r6union des g6n6ratrices extr6males de 

P(E). Par ailleurs, pour v ~ V, on note Cv la partie positive du polaire du voisinage 

By de l'origine dans E (cf. 2.2) et Jv la jauge de Cv dans E'. 

Rappelons que l'ensemble P(E) o est caract6ris6 par la propri6t6 suivante (cf. 

[ l l ] ,  chap. V, 1.7): 

4.2. LZMM~. Un dldment L de P(E) est dans P(E)o si, et seulement si: 

(4.2.1) L (sup(f,g)) = sup (L(f),L(g)), (Vf, g ~E). 
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I1 en r6sulte imm6diatement que P(E)~ est ferm6. Nous allons maintenant 

d6terminer explicitement les 616ments de P(E)g. Les deux 6nonc6s qui suivent ont 

6t6 montr6 par C. Portenier dans un cadre fort g6n6ral (cf. [10], 2.12, 2.16 et 3.9). 

Pour la commodit6 du lecteur, il nous a paru bon d'en donner une d6monstration 

ind6pendante, au demeurant fort naturelle. 

4.3. LEMME. Soit I un iddal d'ordre fermd de CoV(T). Posons: 

Alors, 

(4.3.2) 

T~ = U (N(g), g ~ I + }, 

I = { f e  CoV(T) : f=  0 hors de TI} 

DI~MONSTRATION. Soit f ~  CoV(T) nulle hors de T r Comme f+ et f_  sont 

aussi dans CoV(T), on peut se restreindre hfpositive. Soit v ~ V. On a Ko(f) c TI. 

II existe donc gv e l +  telle que gv > f s u r  Ko(f). Posons h o = inf (f, go). Comme T 

est un idOal d'ordre, h o El.  De plus, 

(i) h o = f  sur Ko(f) 

(ii) [h o - f l . v < 2 f ' v < 2  hors de Ko(f). 

Si maintenant e > 0 est fix0 et si fait la construction pr6cOdente pour le poids 

v ' =  ~-lv, on d6duit de (i) et (ii) que po(ho, - f )  __< 25. Ainsi, f e s t  adh6rente ~. I, 

d'ofi f ~  I. 

4.4. PROPOSITION. P(E)g = (rfi(x): r > 0, x ~ T } ,  ou 5(x) ddsigne l'dvaluation 

au point x de T. 

Dt~MONSTRATION. Notons Ale second membre de l'6galit6 de l'6nonc6. L'Ogalit6 

(4.2.1) montre que A c P(E)g. Cette 6galit6 montre aussi que si L~P(E)g, son 

noyau est un id6al d'ordre ferm6 I de codimension 1. Par le lemme prOc6dent et 

la propri6t6 ($2) TI est 6gal au compl6mentaire d 'un point x dans T. Les formes 

lin6aires 5(x) et L ayant mOme noyau, on a L = rS(x) pour un r > 0. 

Nous pouvons maintenant d6terminer l'ensemble 8(Co) des points extr6maux 

de Co. Notons d'abord que, puisque B, est solide et corOticul6, C o est un chapeau 

de P(E) (cf. par exemple [9], corollaire 1.16). Par suite, on a (cf. [3], proposition 

30.21): 

(4.4.1) 8(Co) = (P(E) o N {j~ = 1}) U {0}. 

4.5. COROLLAIRE. Pour tout v ~ V, on a: 8(Co) = {v(x)5(x): x ~ N(v)} U {0}. 

DI~MONSTRATION. Compte tenu de la proposition pr6c6dente et de l'6galit6 
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(4.4.1) il s'agit de montrer que, pour tout x EN(v), on a j~(v(x)6(x))= 1, ou 

encore que: 

(4.5.1) sup f ( x )  = v- X(x). 
f~Bu 

Fixons x e N ( v )  et posons v ' = v - L  D'apr~s ($2), il existe geCoV(T)+  avec 

O(x) > v'(x). D'autre part, comme v' est s.c.i, sur T, qui est compl~tement r6gulier, 

il existe, pour e > 0 fix6, une fonction h~ ~ C(T)+ avec: 

(i) O<=h~<v', 

( i i )  h~(x) >= v ' (x )  - e. 

Si on consid6ref= inf(0, h~), on a f e  CoV(T)+,f<= v', d 'of i fEBo,  etf(x)  => v'(x) 

- e. Le choix de e &ant arbitraire, on a prouv6 (4.5.1). 

4.6. RAPPELS. Soit X un convexe compact. On note Jgl+(X) l'ensemble des 

mesures de Radon positives de masse 1 sur X et Ac(X ) (respectivement As(X))  

l'espace des fonctions affines continues (respectivement s.c.s.) sur X. On sait (cf. par 

exemple [3], 26.3) qu'~ toute mesure 0 ~ d [  1 (X), correspond un unique x ~ X, 

appel6 rdsultante de 0, tel que: O(f) = f (x ) ,  pour t o u t f ~  Ac(X ). En fair, s ix  est la 

r6sultante d'une mesure 0 ~ g + ( T ) ,  on peut montrer que (cf. [5], lemma 5.1l): 

(4.6.1) O(f) =f(x) ,  (Vf ~ As(X)). 

4.7. PROPOSITIONS. (Rogalski). Soit v E V. Alors, pour tout L E Cv, il existe 

une mesure de Radon positive p, portde par r {0}, telle que 

#(1) =jo(L) et que: 

p ( f )  =f (L) ,  (Vf ~ Ac(Co): f (0)  = 0). 

DI~MONSTRATION. Par homoth6tie, on se ram~ne au cas off jo(L) = 1. Posons 

K = Co ~ P ( E )  a. On salt (cf. [-3], proposition 26.4) qu'il existe une mesure 

# r Jr (Cv), port6e par K, de r6sultante L. Par ailleurs, comme Co est un chapeau, 

Jv est affine et s.c.i, sur Co. Par (4.6.1), on a: 

p(jv) = jr(L) = 1. 

Comme pes t  de masse 1 et comme Jv < 1 sur Co, pes t  port6e par le G6 (Jo = 1}. 

Ainsi,/z est port6e par {j~ = 1} r3P(E)o, donc par 6~(Co), d'apr~s (4.4.1). 

4.8. LEMME. Soit v~ V. Notons A v l'application: x ~v(x)6(x)  ddfinie sur 

N(v) et dl valeurs dans ~(Co),. Alors, si K est un compact de 8(Co). , l 'ensemble 

K '  = A~I(K) est compact et la restriction de v ~ K '  est continue. 
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DI~MONSTRATION. Soient q,' un ultrafiltre sur K' ,  ~ =A v (~  ), f 6 C o V ( T ) ,  

(consid6r6e comme forme lin6aire continue sur E') et z ~ N(v) tel que v(z)3(z) 

= lim q/'. On a: 

limelfoAv = lime~v.f, 

D'o15: l im,foA o = f(lim,l Ao) = v(z)f(z), 

v(z)f(z) = limal v . f  (4.8.1). 

D'autre part, l 'origine 0 est un point extr6mal de Co et K est un compact de Cv ne 

rencontrant pas 0. De la proposition 25.13 de [3], il r6sulte qu'il existe g ~ CoV(T)+ 

et une constante r > 0 tels que: 

v(x)g(x) >= r, (Vx E K'). 

Autrement dit, si on pose r ' = r  -1, K '  c Kr,o(g). Comme vest  s.c.s, v est major4e 

par une constante s sur le compact Kr,o(g), donc sur K' .  De (4.8.1), on dSduit que: 

(4.8.2) v(z)f(z) -- lira ~ v.f<_<_ s.lim~ f.  

Si ~ ne convergeait pas vers z, il existerait par complhte r4gularit6 et compte 

tenu du Lemme 3.2, une fonction h ~ CoV(T) avec 0 < h _< 1, h = 1 au voisinage 

de z et lim~ h = 0. L'in4galit8 (4.8.2) appliqu4e ~ h donnerait v(z) = 0, ce qui 

serait absurde puisque z ~ Kr,o(g ) c N(v). Cela prouve que K '  est compact. Cela 

prouve aussi, avec l'4galit6 (4.8.1) que le produit v . fes t  continu sur K'.  Comme, 

avec le Lernme 3.2 on peut prendref6ga le  ~ 1 sur K' ,  ves t  continu sur K' .  

4.9. TH~ORf~ME. Soit V une famil le  de Nachbin sur un espace eompl~tement 

rdgulier T, vdrifiant les propridtds (S1) et (S2). Alors, pour toute forme lindaire 

continue sur l' espace CoV(T), il existe une mesure bornde sur T, positive si L e s t  

positive, et un poids vE V tel que: 

(4.9.1) l ( f )  = O(v.f) pour toute f E CoV(T). 

D~MONSTRATION. Nous reprenons les notations de 4.1. Soient L~P(E) et v u n  

poids tel que L ( f )  < 1 pour t o u t f ~  B o. Alors, L e s t  dans le chapeau Co. D'apr6s 

la proposition 4.7, il existe une mesure de Radon positive/~, de masse jo(L) sur 

Cv, port4e par 8(Co), telle que: 

(4.9.2) L ( f )  =/~(f) ,  (VfsE).  

Comme/~ est port4e par 8(Cv)., il existe une suite (Kn) de compacts de 6~(Co)., 

dont  la r4union porte ~t. Posons Kn = A-~(Kn) pour tout entier n ___ 0. D'aprhs 

la proposition pr4c4dente, la restriction de Ao a chaque K~ est continue. II r4sulte 
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alors de [1],  chap. IX, w proposi t ion 2, qu' i l  existe une mesure bornde positive 

0 sur T telle que Av(0 ) =/~, soit, compte  tenu de (4.9.2): 

L ( f )  = p ( f )  = O(f.v), (Vf  ~ CoV(T)) .  

Si maintenant  on ne suppose plus que L e s t  positive, on volt  comme plus haut  

que L+ ~ C,, et que L_ E C,, pour  deux poids convenables u et u' .  Si on consid6re 

v = sup(u ,u ' ) ,  on a L§ L_ ~ Cv. I1 suffit alors de reprdsenter L+ et L_  dans le 

chapeau Cv pour  obtenir le rdsultat. 

REMARQUE. C. Portenier vient de m ' ind iquer  q u ' o n  peut ddduire le Thdor6me 

4.9 de rdsultats fort  gdndraux de reprdsentation des formes lindaires sur un espace 

de sections qu ' i l  ddcrit dans:  Formes lindaires positives et mesures (Sdminaire 

Choquet ,  Intiat ion a l 'Analyse, 10 e annde, 1970-1971, Comm.  no. 6). 
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