ESPACES DE FONCTIONS PONDERABLES
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ABSTRACT

The main theorems solve two problems about weighted spaces Co V(T') of conti-
nuous functions on a completely regular space 7. These problems were first
raised by W. H. Summers who solved them for the locally compact case. The
first theorem gives necessary and sufficient conditions on T for CoV(T) to be
complete for the weighted topology; the second one shows that continuous
linear functionals on Co¥(T) can be represented by means of measures on T.

1. Introduction

Soit ¥ un c¢dne de fonctions, appelées poids, s.c.s. et positives sur un espace
complétement régulier T. On lui associe I’espace C,V(T) des fonctions continues
J sur T, V-pondérables en ce sens que le produit fv tende vers zéro a I’infini pour
chaque poids v, muni d’une topologie d’el.c. convenable.

Cette notion abstraite d’espaces de fonctions pondérables (en anglais weighted
spaces) a été introduite en 1965 par L. Nachbin en liaison avec le probléme d’ap-
proximation, [8]. Elle a été approfondie par W. H. Summers dans une série

d’articles ([12], [13], [14]) qui a posé et résolu en partie les deux problémes
suivants:

(A) Quand un espace CoV(T) est-il complet?

(B) Représenter les formes linéaires continues sur un tel espace au moyen de
mesures sur T,

Il se trouve que dans un travail sur les M-espaces ([6], [7]), j’ai rencontré les
espaces de fonctions V-pondérables dans le cas particulier ou V est engendré par
un seul poids et j’ai résolu le probléme (A) dans ce cas. Les méthodes dévéloppées
a cette occasion se transposent au cas général et fournissent une réponse trés
satisfaisante au probléme de la complétion (Théorémes 3.3 et 3.10).

Quant au probléme (B), il se trouve pratiquement résolu dés qu’on a remarqué
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que les espaces C,V(T) sont des espaces de Kakutani au sens de Portenier ([9]).
Par suite, toute forme linéaire continue et positive L sur un espace CyV(T) est
dans un chapeau de C,V(T)',. Il reste alors, et c’est ce que je fais au paragraphe 4,
a déterminer les points' extrémaux de ce chapeau et a utiliser convenablement le
théoréme de représentation intégrale de Choquet pour obtenir une représentation
de la forme linéaire L au moyen d’une mesure sur T.

2. Préliminaires et réduction du probléme

2.1. NotaTioNs. Dans toute la suite, T désignera un espace complétement
régulier. On notera C(T) I’espace des fonctions numériques continues sur T, B(T)
I’espace des fonctions numériques bornées sur T et By(T) I’espace des fonctions
numériques sur T qui tendent vers zéro suivant le filtre des complémentaires des
parties relativement compactes de T. On posera Co(T)= C(T) N By(T). Si f est
une fonction numérique sur T et S une partie de T, on posera N(f)= {x € X: f(x)
# 0} et on notera f; la restriction de fa S. Plus généralement si F est un ensemble
de fonctions numériques sur 7, on posera N(F) =U,eFN(f) et Fy={fs: feF}.
Enfin, on notera | - |5 la norme uniforme sur B(S) et pour S=T; on notera
simplement | - | autieu | [l

2.2. EspAces DE FoncTioNs PONDERABLES. On appelle famille de Nachbin tout
cone convexe V de fonctions s.c.s et positives sur T, stable par enveloppe
supérieure ponctuelle finie. Si V est une famille de Nachbin, on lui associe I’es-
paces des fonctions V-pondérables:

CoV(T) = {fe C(T): f-veBy(T), YoeV},

que ’on muni de la topologie localement convexe ®, définie par les semi-normes
P (vEV), oU:

P =|fv]

Les hypothéses sur V montrent que les ensembles:

Bv = {fe COV(T) pv(f) é 1}7 (VUG V)a

constituent un systéme fondamental B, de voisinages de ’origine de CoV(T) pour

» (e CoV(T)).

oy Parailleursil est clair que chaque ensemble B,, est coréticulé, c’est-a-dire qu’il
vérifie la propriété:

2.2.1) (f,9 €B,) = (sup(/, 9), inf(f,9) € B,),

et solide, c’est-a-dire qu’il vérifie la propriété:
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(2.22) (feB, geCoV(T)et|f| 2|g]) = (geB,).

REMARQUE. Dans [8] et [12], on supposait seulement que V possédait la
propriété suivante: Si u,veV et 1 20, il existe weV avec: w = Au,Av. Si on
remplace V par sonenveloppe convexeconique V', il est clair quel’espace C,V(T)
est inchangé ainsi que la topologie ;. Comme parailleurs le fait de supposer que
V est uncdne convexe apporte des simplificationsa certaines démonstrations, nous

avons préféré nous placer d’emblée danscecas.

2.3. ExeMPLE. On prend pour V le céne convexe engendré par les fonctions
caractéristiques des parties compactes de T. Alors, V’espace C,V(T) est identique
4 Pespace C(T) muni dela convergence compacte. Il a été étudié de maniére ap-
profondie. Voir H. S. Collins [4] et S. Warner [13].

2.4. REDUCTION DU PROBLEME. A partir de maintenant ¥ désignera une
famille de Nachbin fixéesur T telle que C,V(T) soit séparé.Au §3 de W. H. Sum-
mers a indiqué le critére de séparabilité suivant, de démonstration élémentaire:

2.4.1. PROPOSITION. Pour que CoV(T) soit séparé, il faut et il suffit que N(V)N
N(CoV(T)) soit dense dans N(C,V(T)).

Remarquons, qu’en fait, si CoV(T) est séparé, N(V) est dense dans T. En effet
dans le cas contraire, il existerait, par compléte régularité une fonction fe C(T)
nonnulle avec N(f) N N(V) = . Puisqueles poidssont nulssur N(f), on aurait
fe CoV(T) et p(f) =0, (Yve V), ce qui contredirait la séparation.

Onsupposera désormais que N(V) est dense dans 7. En fait, nous allons voir
que les hypotheses:

) N)=T,

(S;) Pour tout xeT, il existe fe CoV(T) avec f(x) # 0, sont raisonnables.

2.4.2. NoOTATIONS. (a) Soient veV et fe CyV(T). On pose:

KN ={f] vz1}.
C’est un compact contenu dans N(f) N N(v).

(b) On note &, la base de filtre formée des sections s, ={ueV:u=uv},
weV).

{c) Dans la proposition qui suit, on pose, pour simplifier:

Z = N(C,V(T)) A N(V).

2.4.3. PropOSITION. Si CoV(T) est séparé et complet, I’application: f— f; est
un isomorphisme linéaire bipositif de CoV(T) sur CoV,(Z).



150 A. GOULLET DE RUGY Israel J. Math.,
DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que si fe CoV(T), on a:
{fl-ozry =K )  (r>0).

Comme K, (f) < N(f) "N(v) = Z, cette égalité montre que f; € CoVyx(Z). Par
ailleurs, comme Z est dense dans N(C,V(T)), on a: (f=0) <(f; = 0). Cela

prouve que ’injection linéaire considérée et injective et bipositive. De plus, il est
clair que:

PLf) = po,(f2), (WweEV), (Vfe CoV(T));

par suite, pour conclure a I’isomorphisme il suffit de montrer la surjection. Soit
donc fe CyV4(Z) .. Pour tout v, notons K, le compact {f- v = 1}. Par définition
de Z, il existe pour tout x dans K, une fonction g, € CoV(T), avec g.(x) > f(x)
= 0. En utilisant la compacité de K,, on en déduit qu’il existe une fonction
g,€CoV(T), avec g, = f sur K,. Notons f’ le prolongement de f4 T obtenu en
posant f'(t) = 0 pour tout ¢t €(T\Z). et posons h, = inf(f’,g,). Cette fonction est
continue sur Z. De plus, on a 0 £ h, < g,, de sorte que h, est continue en tout
point ol g, est nulle. En particulier h, est continue en tout point de (T'\Z). Cette
inégalité montre aussi que h, tend vers zéro 4 Dinfini. Finalement, 4, & C,V(T).,.
Cela étant, prenons we V avec w = v. On a:

(i) f=h,=h,sur K, Uf~1(0)
(i) | B —h,
Ainsi: p(h, —h,) £ 2.

-v £ 2 hors de K,

Comme V est un cone, cela prouve que la famille (h,) filtrée par &, est une base
de filtre de Cauchy dans Cy¥V(T). Comme ce dernier est complet il posséde une
limite h dans C,V(T). Comme la topologie w, est plus fine que la topologie de la
convergence simple sur Z, on a, compte tenu de (i), que h = f sur f~*(0) et sur
les ensembles K,. Comme Z < N(V), la réunion des K, est égale & N(f). Ainsi,
hz =/, ce qui achéve la démonstration.

2.4.4. COROLLAIRE. Tout espace de fonctions pondérables Co,V(T) séparé et
complet est isomorphe a un espace de fonctions pondérables C,V'(T’) vérifiant
les propriétés (S,) et (S,).

3. Le probléme de la completion
Nous supposerons désormais que V est une famille de Nachbin pour laquelle
(S;) et (8,) soient vérifiés. La propriété (S,) peut se traduire en disant que la
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topologie w, est plus fine que la topologie de la convergence simple sur T et (S,)
en disant que la topologie initiale associée aux fonctions de CoV(T)est identique
3 la topologie donnée sur T.

3.1. NorATIONS. Pour tout veV, on pose: F,={v=1}, et on note F,
I’ensemble de ces fermés. On notera que, comme V est un cdne, &, contient
aussi les ensembles de la forme {v = r}, (Vr>0). On note o, ’ensemble des
parties compactes de T contenues dans un ensemble de &, au moins.

3.2. LeMMA. Soient xeT et U un voisinage ouvert de x dans T. Alors,
il existe un voisinage U’ de x et une fonction fe CoV(T) tels que:
(@ 0=sfsletf=1sur U etf=0horsdeU,
) U cU.

DEMONSTRATION. D’aprés (S,), il existe ge CoV(T), tel que g(x) > 1. Par
compléte régularité, il existe he C(T) avec 0 < h <2, h(x) > 1l et h =0 horsde U.
La fonction f=inf(h,g,1) associée au voisinage U’ = {h = 1} convient.

3.3. THEOREME. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(a) CoV(T) est complet
{(CH)) (respectivement (CF ) Une fonction numérique sur T est continue dés

que sa restriction d.chaque ensemble de ", (respectivement de F) est continue.

DEMONSTRATION. D’abord, notons que (CX'))=(C#,). Montrons que
(CFy)=>(a). SiveV, on a:

(33.1) ) Z | e |y (€ CoV(T)).
Par ailleurs, soit % un filtre de Cauchy sur C,V(T). D’aprés (S,), ce filtre converge
simplement vers une fonction numérique f sur T. Cela étant, d’aprés (3.3.1), f est
continue sur chaque ensemble de &, donc sur T d’aprés (C#,). Ainsi,
feCoV(T), ce qui prouve que CoV (T) est complet

Montrons enfin que (a) = (CX%",). Notons d’abord qu’il suffit de montrer
(CA"y) pour une fonction numérique positive bornée sur T. Soient donc f uns
fonction numérique sur T telle que 0 < £ < 1, dont la restriction  chajue ensemble
de X", est continue et x € T. D’apres le Lemme 3.2, il existe un voisinage ouvert U
de x et une fonction g C,V(T) telle que: 05 g <1 et que g =1 sur U. Soit
ve V. Notons ¢ le produit g.f et ¢, la restriction de ¢ au compact K (g). Par
hypothése la restriction de f'a K (g) est continue. Ainsi, ¢, est continuz sur K,(g).
Comme 0 = ¢, < g sur K (g) et comme T est complétemant régulier, il existe
une fonction ¥, € C(T) telle que:
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@ 0=sy,=g,

(i) ¥, = ¢, sur K,(g).
De (i) on déduit ¥, € C,V(T). Soit maintenant w un poids supérieur ou égal 4 v.
On a:

¢ =y, =y, sur K,(g)
l://w—npv] ‘0= 2v-g <2 hors de K, (g).
Ainsi:
P — ) = 2.

Comme V est un cone, cela exprime que la famille (i) filtrée par &, (cf. 2.4.2 (b))
est une base de filtre de Cauchy dans C,V(T). Comme, par hypothése, cet espace
est complet, cette famille a une limite f’, qui est aussi sa limite simple. Ainsi,
S =¢ =fsur U de sorte que f est continue en x. Ce point étant arbitraire, f est
continue sur T, ce qui prouve (CX")).

3.4. DEFINITION. On dit que T est un kg-espace si la propriété suivante est
vérifiée:

(Kg) Une fonction numérique sur T est continue dés que sa restriction a chaque
partie compacte de T est continue.

On dit que T est un k-espace si la propriété suivante est vérifiée:

(K) Une partie F de T est fermée dés que sa restriction & chaque partie com-
pacte de T est fermée.

I1 est bien connu que la propriété (K) équivaut d: une fonction sur T a valeurs
dans un espace topologique séparé est continue dés que sa restriction 4 chaque
partie compacte de T est continue.

3.5. DermaTION. On dit qu’une famille # de parties de T est compactivore si
toute partie compacte de T est contenue dans un ensemble de Z.

3.6. CoROLLAIRE. Si la famille &, est compactivore, CoV(T) est complet
si et seulement si T est un kg-espace.

REMARQUE. Ce corollaire constitue une réciproque au corollaire 3.7 de [12].

Rappelons que, dans [6], nous avions montré que lorsque V était engendré par
un seul poids, la famille &, était nécessairement compactivore. Cela corres-
pondait au cas ou CoV(T) était un espace de Banach. Nous allons sensiblement
améliorer ce résultat en 1’étendant au cas ot CoV(T) est métrisable. Auparavant
posons une définition et faisons un rappel:
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3.7. DEFINITION. On dit qu’un partie W de V est linéairement cofinale a V
si pour tout v e ¥, il existe un we W et un r > 0 tels que: v < rw.

3.7.1. LemMme. Si (v,) est une suite croissante de poids linéairement cofinale
G V, les ensembles F,={v,21/n}, (n=1) sont dans F, etchaque ensemble

de &y est contenu dans un des F,,.
DEMONSTRATION. Comme V' est un cdne, on a (1/n)v,eVet:
Fn =F1/nv”€’/07V'

St v est un poids, il existe un réel r > 0 tel que v < rv,. Soit m un entier = n tel

que r < m. Comme la suite (v,) est croissante, on a:
{fv<1}2{rv, <1} > {mo, <1},

Dou: F,2{v<1}=F,.

Rappelons maintenant le résultat suivant:

3.8. ProrosiTION. (Summers [14], théoréme 4.1). Un espace CoV(T) est
métrisable si et seulement si, il existe une partie dénombrable de V linéairement

cofinale 3 V.

3.9. LemMme. Si CoV(T) est métrisable et complet, la famille F, est com-

pactivore,

DEMONSTRATION. Choisissons une famile dénombrable croissante (v,) de poids

linéairement cofinale & V' et notons:
F,={v,21/n}, yn=1).

Soit K une partie compacte de 7. Supposons que K N(T\F,) soit non vide
pour tout entier n = 1. Alors, on peut prendre un point x, dedans. La suite (x,)
posséde au moins un point adhérent x dans K. En tronquant au besoin la suite,
on peut supposer que x # x, (Vn = 1), de sorte que par compléte régularité, il
existe une suite (f,) de fonctions de C(T) telles que:

((VRVESy -

(H) f;x(xn+1) = 19

(iii) fu(x) =0,

@iv) f,=0sur F, (Yyn=1).

La derniére condition permet de dire que la fonction f= X “f, a un sens et que

Ay

sa restriction i chaque F, est continue comme somme d’un nombre fini de
n
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fonctions continues. D’aprés le Lemme 3.7.1, la restriction de f a chaque ensemble
de F est continue. Comme CoV/(T) est complet, il résulte de la propriété (CF )
du Théoréme 3.3 que f est continue. On a donc:

0=70) =limf(x,) 2 limf(x,,,) =1,

ce qui est absurde. Ainsi, la suite (F,) est compactivore. Du Lemma 3.7.1, il en
résulte, & fortiori, que la famille &, est compactivore.

3.10. THEOREME. Si CoV(T) est métrisable, les propriétés suivantes sont
équivalentes:

(a) CoV(T) est complet,

(b) (respectivement (b')) T est un kyp-espace (respectivement un k-espace)
et la famille %, est compactivore;

(c) (respectivement (c")) Une partie F de T est fermée dés que sa firace
sur chaque ensemble de A, (respectivement F ) est fermée.

DEMONSTRATION. L’équivalence de (a) et (b) résulte du Corollaire 3.6 et du
Lemme 3.9. Par ailleurs, on a trivialement que (b’) = (b). Puis, avec le Théoréme
3.3,ona(c)=(CX )= (a). Montrons que (c’) = (c). Soit F une partie de T dont
la trace sur chaque ensemble de ", soit fermée. Fixons x € 7. D aprés le Lemme
3.2, il existe un voisinage fermé U de x et une fonction fe CyV(T) telle que
0=f<Tletquef=1sur U. Alors,si veV, on a:

F,NU=K,(NU.
D’ou:
(FNUYNF, =(FNU)NK/f).

Ainsi, ’ensemble ¥ N U a sa trace sur chaque ensemble de &, fermée. D’apres
(c), FNU est fermé. Ainsi, F est localement fermé. 1l eét donc fermé. Pour
terminer, montrons que (a) = (c’). Choisissons une suite croissante (v,) de poids
linéairement cofinale 4 V et notons F, = {v, = 1/n}, (¥n = 1). Soit A une partie
de T dont la trace sur chaque ensemble de F, est fermée. En particulier, sa trace
sur chaque ensemble F, est termée. Pour prouver que A4 est fermé, il sufit de
montrer que, pour tout x ¢ A, il existe un fermé B contenant 4 et ne rencontrant
pas x. Fixons x ¢ A. Alors, x € F,, pour un certain entier m d’aprés (S,). Pour
simplifier, nous supposons que m = 1. Cela étant, d’aprés le Lemme 3.2, il existe
deux fonctions g,g' € CoV(T) telles que 0=<g,9'<1, que U={g=1} et
U’ = {g’' = 1} soient des voisinages de x et que N(g) = U’. Posons:

G, = F,nNnU’, (Yn=1)
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Comme:
G, = F,0U" =K,,(g)NU",

I’ensemble G, est compact (Vn = 1). Cela étant, nous affirmons qu’il existe une
suite (f,) de fonctions numériques continues sur T telles que:

Mo=sfst,

@) f,=0sur G, N4

(i) fu(x) = 1,

(V) fo=fo-1sur G,_y (Vn 2 2).

Procédons par récurrence. Pour n = 1, considérons la fonction h définie sur le
compact {x} N(4 N G;) par h(x) =1 et h(y) =0 pour tout ye 4 NG,. Elle est
continue. Par complete régularité, elle se prolonge en une fonction f; € C(T)
vérifiant (i), (i) et (iii) pour n = 1. Supposons la suite (f,) construite jusqu’au
rang m et construisons f,, ol on a posé n =m + 1. Soit h la fonction définie sur
le compact (A NG )YVG, path=f,sur G, eth=0sur ANG,. Comme 4 NG,
est fermé, cette fonction est continue. Elle admet donc un prolongement f, & T,
continu, vérifiant les conditions voulues. Ainsi la suite (f,) existe bien. De la
propriété (iv), il résulte que la fonction f=lim f, a un sens sur U’'= |J,G, et
qu’elle est continue sur chaque ensemble G,. Par suite, la fonction f’ égale a
f.g sur U’ et 4 zéro en dehors est bien définie et, puisque N(g) <= U’, elle est
continue sur chaque ensemble F,. Comme la suite (v,) est linéairement cofinale 4
V, il résulte du Lemme 3.7.1 que f’ a sa restriction & chaque ensemble de &
continue. Comme, par hypothése CoV(T) est complet, il résuite de la propriété
(CZ ) que la fonction f est continue. Finalement de (i), (ii) et (iii) on déduit
que le fermé B={f' <4} N(T\U) convient.

La condition que la famille &, est compactivore peut se traduire en disant que,
pour toute partic compacte K de T, il existe un poids minoré sur K par une
constante strictement positive. Cette remarque conduit, par exemple, 4 I’énoncé

suivant:

3.11. COROLLAIRE. On suppose que T est localement compact et que CoV(T)
est métrisable. Alors, pour que CoV(T) soit complet, il faut et il suffit que:
Pour tout x €T, il existe un poids veV et un réel r > 0 tel que v soit minoré

par r dans un voisinage de x.

3.12. ExeMpLE. Soit T un espace meétrisable et © ’ensemble des suites
convergentes sur T. A chaque ¢ €&, on associe le compact K, réunion des points
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de ¢ et de sa limite et on prend pour V le cOne convexe engendré par les fonctions
caractéristiques des K. Il est clair que CoV(T) est égal & C(T) muni de la topologie
de la convergence uniforme sur les ensembles K,. De plus, CoV(T) est complet.
Cependant, la famille &, n’est pas en général compactivore. Cet espace est
métrisable si et seulement si T est dénombrable.

REMARQUE. Si on applique ces résultats a [’espace C(T) muni de la topologie
de la convergence compacte (Exemple 2.3), auquel cas %, = £}, on retrouve
des résultats bien connus pour ces espaces. Ainsi, le Théoréme 3.3 montre que
C(T) est complet si et seulement si T est un kg-espace ([15], théoréme 1). Disons
que T est hémicompact s’il est la réunion d’une suite compactivore de parties
compactes. La Proposition 3.8 et le Lemme 3.7.1 redonnent le théoréme d’Arens

suivant (cf. [15], théoréeme A): C(T) est métrisable si et seulement si T est
hémicompact. Le Théoréme 3.10 montre que C(T) est un espace de Fréchet si et
seulement si T est un k-espace hémicompact ([15], théoréme 2). De plus,
I’équivalence de (b) et (b") montre qu’un ky-espace hémicompactest en fait un
k-espace (cf. par exemple [2], théoréme 3.3).

4. Représentation des formes linéaires continues

On suppose toujours que V est une famille de Nachbin sur un espace comp-
létement régulier. Pour simplifier, on pose E = CoV(T) et on note E’ son dual
topologique, muni de la topologie faible et P(E) I’ensemble des éléments positifs
de E’. Comme D’origine posséde un systéme fondamental de voisinages solides,
on a: E' = P(E) — P(E).

W. H. Summers, a, lorsque T est localement compact, représenté les €léments de
E’ au moyen de mesures de Radon sur T. Lorsque T est un espace complétement
régulier quelconque, nous allons obtenir une représentation analogue au moyen
des mesures bornées sur T, au sens de Bourbaki, (c’est-3-dire des mesures de Radon
sur le compactifié de Cech de T, portées par un K, de T).

4.1. Notations. On note P(E), la réunion des génératrices extrémales de
P(E). Par ailleurs, pour v € V, on note C, la partie positive du polaire du voisinage
B, de I’origine dans E (cf. 2.2) et j, la jauge de C, dans E’.

Rappelons que I’ensemble P(E), est caractérisé par la propriété suivante (cf.
[11], chap. V, 1.7):

4.2. LemMe. Un élément L de P(E) est dans P(E), si, et seulement si:

(4.2.1) L (sup(f,9)) = sup (L(/), L(9)), (Vf,g €E).
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Il en résulte immédiatement que P(E), est fermé. Nous allons maintenant
déterminer explicitement les éléments de P(E),. Les deux énoncés qui suivent ont
été montré par C. Portenier dans un cadre fort général (cf. [10], 2.12, 2.16 et 3.9).
Pour la commodité du lecteur, il nous a paru bon d’en donner une démonstration
indépendante, au demeurant fort naturelle.

4.3. LeMME. Soit I un idéal d’ordre fermé de C,V(T). Posons:
T, = U{N(9),gel.},
Alors,
4.3.2) I={feCoV(T):f=0 horsde Ty}

DEMONSTRATION. Soit fe CoV(T) nulle hors de T,. Comme f, et f_ sont
aussi dans C,V(T), on peut se restreindre & f positive. Soitve V. Ona K, (f) < T;.
11 existe donc g, €1, telle que g, = f sur K (f). Posons h, =inf (f,g,). Comme T
est un idéal d’ordre, h, 1. De plus,

(@) h,=fsur K(f)
(i) |h,—f] - vS2f-v<2 hors de K (/).

Si maintenant ¢ > 0 est fixé et st fait la construction précédente pour le poids
v" = ¢~ lv, on déduit de (i) et (ii) que p,(h,  —f) £ 2e. Ainsi, f est adhérente a I,
d’ou fel.

4.4. PROPOSITION. P(E), = {ré(x): r 2 0, xe T}, ou 8(x) désigne I’évaluation

au point x de T.

DEMONSTRATION. Notons 4 le second membre de I’égalité de I’énoncé. L’égalité
(4.2.1) montre que A < P(E),. Cette égalit¢ montre aussi que si Le P(E),, son
noyau est un idéal d’ordre fermé I de codimension 1. Par le lemme précédent et
la propriété (S,) T; est égal au complémentaire d’un point x dans 7. Les formes
linéaires 6(x) et L ayant méme noyau, on a L = ré(x) pour un » = 0.

Nous pouvons maintenant déterminer 1’ensemble £(C,) des points extrémaux
de C,. Notons d’abord que, puisque B, est solide et coréticulé, C, est un chapeau
de P(E) (cf. par exemple [9], corollaire 1.16). Par suite, on a (cf. [3], proposition

30.21):
(4.4.1) &(C,) = (P(E), N {j,=1}) L {0}.
4.5. COROLLAIRE. Pour toutveV, on a: 8(C,) = {v(x)d(x): xe N(v)} U {0}.

DEMONSTRATION. Compte tenu de la proposition précédente et de 1’égalité
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(4.4.1) il s’agit de montrer que, pour tout x € N(v), on a j (v(x)é(x)) =1, ou
encore que:

4.5.1) sup f(x) =v"1(x).

feBy
Fixons x e N(v) et posons v’ =v~'. D’aprés (S,), il existe ge C,V(T), avec
g(x) 2 v'(x). D'autre part, comme v’ est s.c.i. sur 7T, qui est complétement régulier,
il existe, pour ¢ > 0 fixé, une fonction h, € C(T), avec:

() 0=h =0,
(ii) h(x)2v'(x) e

Sion considére f = inf(g, h,),ona fe CoV(T),,f<v',d’0olt feB,, et f(x) = v'(x)
— &. Le choix de ¢ étant arbitraire, on a prouvé (4.5.1).

4.6. RAPPELS. Soit X un convexe compact. On note .#,(X) I’ensemble des
mesures de Radon positives de masse 1 sur X et A.(X) (respectivement A, (X))
I’espace des fonctions affines continues (respectivement s.c.s.) sur X. On sait (cf. par
exemple [3], 26.3) qu’a toute mesure 6 € .4, (X), correspond un unique x € X,
appelé résultante de 6, tel que: 6(f) = f(x), pour tout f€ A(X). En fait, si x est la
résultante d’une mesure 8 €.#, (T), on peut montrer que (cf. [5], lemma 5.11):

(4.6.1) 0(f) =f(x), (Ve A(X)).

4.7. ProposITIONS. (Rogalski). Soit ve V. Alors, pour tout LeC,, il existe
une mesure de Radon positive p, portée par &(C,). = &(C,) — {0}, telle que
(1) = j(L) et que:

u(f) =), (fe AL(C,):f(0) = 0).

DEMONSTRATION. Par homothétie, on se raméne au cas ou j,(L) = 1. Posons
K =C,NP(E),. On sait (cf. [3], proposition 26.4) qu’il existe une mesure
peMi(C,), portée par K, de résultante L. Par ailleurs, comme C, est un chapeau,
j, est affine et s.c.i. sur C,. Par (4.6.1), on a:

uGy) =Jj(L) = 1.

Comme p est de masse 1 et comme j, < 1 sur C,, u est portée par le G, {j, = 1}.

Ainsi, u est portée par {j, =1} N P(E),, donc par &(C,). d’aprés (4.4.1).

4.8. LEMME. Soit veV. Notons A, Papplication: x - v(x)d(x) définie sur
N(v) et @ valeurs dans 8(C,).. Alors, si K est un compact de &(C,)., ’ensemble
K’ = A, (K) est compact et la restriction de v d K’ est continue.
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DEMONSTRATION. Soient % un ultrafiltre sur K', ¥ =A%), feC,V(T),
(considérée comme forme linéaire continue sur E’) et ze N(v) tel que v(z)d(z)
=lim?". On a:

limg foA, = limguv.f,
limg foA, = f(limg A,) = v(z)f(2),
v(z)f(z) = limg v.f (4.8.1).

D’autre part, Porigine 0 est un point extrémal de C, et K est un compact de C, ne

D’ou:

rencontrant pas 0. De la proposition 25.13 de [ 3], il résulte qu’il existe g € CoV(T),.
et une constante r > 0 tels que:

u(x)g(x) 2 r, (Vx € K').

Autrement dit, si on pose r'=r"1, K’ © K,..(g). Comme v est s.c.s. v est majorée
par une constante s sur le compact K,.,(g), donc sur K’. De (4.8.1), on déduit que:

(4.8.2) v(2)f(z) =limg v.f < s.limy, f.

Si % ne convergeait pas vers z, il existerait par compleéte régularité et compte
tenu du Lemme 3.2, une fonction he CoV(T) avec 0< A £ 1, 1 =1 au voisinage
de z et limy, h = 0. L’inégalité (4.8.2) appliquée & h donnerait v(z) = 0, ce qui
serait absurde puisque z € K,.,(g) < N(v). Cela prouve que K’ est compact. Cela
prouve aussi, avec 1’égalité (4.8.1) que le produit v.f est continu sur K’. Comme,
avec le Lemme 3.2 on peut prendre fégale a 1 sur K’, v est continu sur K’.

4.9, THEOREME. Soit V une famille de Nachbin sur un espace complétement
régulier T, vérifiant les propriétés (S)) et (S,). Alors, pour toute forme linéaire
continue sur Uespace CoV(T), il existe une mesure bornée sur T, positive si L est

positive, et un poids veV tel que:
4.9.1) I(f) =0(v.f) pour toute fe CuV(T).

DEMONSTRATION. Nous reprenons les notations de 4.1. Soient Le P(E) et v un
poids tel que L{f) £ 1 pour tout f'c B,. Alors, L est dans le chapeau C,. D aprés

la proposition 4.7, il existe une mesure de Radon positive u, de masse j,(L) sur
C,, portée par &(C,). telle que:

(4.9.2) L(f) = u(f), (Vf€E).

Comme u est portée par &(C,)., il existe une suite (K,) de compacts de &(C,).,
dont la réunion porte u. Posons K, = A~'(K,) pour tout entier n > 0. D’aprés
la proposition précédente, la restriction de A, & chaque K, est continue. Il résulte
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alors de [1], chap. IX, §2, proposition 2, qu’il existe une mesure bornée positive
0 sur T telle que A 6) = p, soit, compte tenu de (4.9.2):

L(f) = u(f) = 0(f.0), (Vfe CoV(T)).

Si maintenant on ne suppose plus que L est positive, on voit comme plus haut
que L, e C, et que L_ e C, pour deux poids convenables u et u’. Si on considére
v=sup(u,u’), ona L., L_eC, 1l suffit alors de représenter L, et L_ dans le
chapeau C, pour obtenir le résultat.

REMARQUE. C. Portenier vient de m’indiquer qu’on peut déduire le Théoréme
4.9 de résultats fort généraux de représentation des formes linéaires sur un espace
de sections qu’il décrit dans: Formes linéaires positives et mesures (Séminaire
Choquet, Intiation a I’Analyse, 10° année, 1970-1971, Comm. no. 6).
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